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Cette épreuve est destinée aux éleves des classes de Mathématiques Spéciales M, M’, P, P’, T, TA, TB.

Un corrigé

I-

Soit E le R-espace vectoriel des applications f continues sur |0, 1] a valeurs dans R telles que

/01 F)dt

converge.
Soit F' 'ensemble des applications f continues sur |0, 1] & valeurs dans R telles que

1
/ fA(t)dt
0

converge.

1.

1 1 1
Pour tout f € F et toutt €]0,—1], ona |f(t)| < 3 (14 f3(t)). Les intégrales / 12dt et/ f2(t)dt existent, il
0 0

1 1
est de méme de / | f(¢)|dt. Donc / f(t)dt converge et par conséquent f € E.
0

On vérifie facilement que F est stable par toute combinaison linéaire, ce qui montre que F' a une structure
d’espace vectoriel sur R.
D’apres le cours ( exemples de Riemann ), f € E si et seulementsi 0 < o < 1 et f € F si et seulement si

1
0 <2a<1,cesta-dire0 < a < 7

sin(t
Soit f :]0,1] — R définie par f(t) = tCE ) avec a > 0. f est bien définie et continue sur |0, 1] et garde un
sin(t
signe constant sur cet intervalle. On a lim t*~!f(¢) = lim sin(t) = 1, donc f(t) ~ - Ainsi f € E siet
t—0+ t—0t+ ¢ ot to—
seulement sia — 1 < 1 ou encore 0 < a < 2.

sin(t)

De méme, on a lim t**72f2(t) = lim <
t—0+t

2
1
_ 2 ~ . . . .
Jim > = 1, donc f“(t) N paa Ainsi f € F si et seulement si

20— 2 < louencore 0 < o < —.

Pour n fixé, la fonction f : t — (In(t))" est bien définie et continue sur |0, 1] et garde un constant. De plus, on a
hm+ Vit (In(t))" = 0, donc f est intégrable sur |0, 1]. De méme lim+ Vtf3(t) = 0,donc f € F pour tout n € N.
t—0 t—0

—II-

Soit G le R-espace vectoriel des applications f continues sur |0, 1] & valeurs dans R telles que

/01 F(t)dt

converge.



1. e La fonction f est continue sur |0, 1] et garde un signe constant sur cet intervalle (V¢ €]0,1[, f(t) >0).

1 JI—1\ 1
1‘ 1 - t t — 1' — = —
o fim VI-tf(t) = lim (t\/l T ¢ )

vl
o =2O) _ 0y = 0 ot a(t) = \/11_*#

1
Donc l'intégrale / f(t)dt converge et par conséquent f € G.
0

e lim f(t) = lim

t—0+ t—0+ t

i
Calcul de I = / f(t)dt. Posons ¢t = sin(x), d’our :
0

3 1 1
I = — — cos xdz
0 sinzy/1—sin?x ST
31—
:/ _Cosxd:r
0 Sinx
3 T
- [ ()
/0 an 5 x

_ 2/5 d (cos %)
0 COS3

= [—2ln‘cosf}§
210
= In(2)
2. Soit f :]0, 1[— R définie par f(t) = _ W)
. o P B i

(a) o f estcontinue sur |0, 1] et garde un signe constant sur |0, 1|.
e lim Vtf(t) =0.
t—07+
e lim v1—if(t) =0.
t—1-

1
Donc l'intégrale / f(t)dt converge, c’est-a-dire f est un élément de G.
0
1

Int 1-1¢
= dt avec le changement de variable z = / ——.

1+t
/1—t®t 1 — 2
xTr = —_— e —
1+t 14+ 22

2

—4 4
Doncdf = — % _dg, 1 —12= —% __et1+4t=
+ (14 22)2

(b) Calcul de I :/0 (1—i-t)—1\/—7752

On obtient donc :

1422

' ! 1 b 9g2
= / In(1 —x)da:+/ In(1 4 z)dz — [zIn(1 +x2)]0 +/ 17da:
0 0 0

+ 22

1 1 1 1
= — —In2+42 l1——)d
/0 In(1 — z)dx + /0 In(1+2z)der —In2+ /0 < T x2> x

= [~(1—2)In(1 —=2) —a]y+ [(1+z)In(l +z) — z]j — In2 + 2 [z — arctan z];
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. Soit f :]0, 1[— R définie par f(t) = ((in(tga avec a réel et n entier naturel.

(a) e f estbien définie et continue sur |0, 1] et garde un signe constant pour « et n fixés.

e lim vtf(t) =0,donc f(t) = o <1>
t—0t 0+

Vit
o f(t) ~ 8:3& = (—1)"(1_1)06_” Donc f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si a < 1 + n.
1
(b) Calcul de I = / In(t) dt. Utilisons le changement de variable ¢ = 1 — u?, donc dt = —2udu et par
o V91—t
conséquent
0 2 1
I = / =) o) = / In(1 — u?)du (14)
1 u 0
1 1
= / In(1 — u)du —|—/ In(1+ u)du (15)
0 0
— (=Wl — ) —u+ (1 +u)In(l +u) - ul} (16)
4In2—4 (17)
. Soit f, :]0, 1[— R définie par f,(t) = tln(_t) avec « réel.

(a) o f, est continue sur |0, 1] et garde un signe constant suivant les valeurs de « sur cet intervalle.
«

«
li =« li
¢ t—1>r1n* fa( ) @ Hln* ln(to‘) lim lnxl
z—1 7T

= a. Donc f,, se prolonge par continuité en 1.

1 1 e 1
e Soit ¢ > 0. / — converge, car — = o| — | et lim ¢t *( — ) = lim — = 0, donc / —dt
Int o+ Vvt t—0+ Int t—0+ Int
€ 4

converge si et seulement si —a < 1. Ainsi l'intégrale

0

1o
donc / dt converge aussi si et seulement si a > —1. D'ot U =] — 1, +0o0].
0

Int
- *ode
b= [l [P [
0 lnt Int o Int

(b) Soitax > —1.0On a:
1
Posons u = t*T!, donc t = ua+t et dt =

o+
premiere intégrale on obtient :

xa«l»l Z,u¢+1

A watt 1 —a du
7dt e 1 X uotl du = R
o Int 0 lnyatt a+1 0 Inu

du o rde o dt
I(x) = o i —.
0 nu o Int " Int

a+1

Ainsi :

(c) Soitt € [z*T!, z] avec  €]0, 1]. Donc <1< % et comme ¢ €]0, 1] alors In¢ < 0, d’ott

T 1 xoc—‘rl
— < — <
tin Int tint

a+1

Ce qui entraine par intégration sur l'intervalle [z%"", z] :

/"” dt /x dt atl /"” dt

T — < — <z —
xa-{»l tlnt - xa+1 lnt - xa-{»l tlnt
z[In(Int)]2ars < —Ip(z) < 2% In (Int)] %0t

3

; dt converge si et seulement o > —1 et

1uﬁ du. En utilisant ce changement de variable dans la



ol encore
2 n(a + 1) < Iy(z) < zln(a + 1)

Dou I, = li_>nr11 In(z) =In(a+1).
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